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IL DISPERSIONSTHEORIE 
Dieser x^bschnitt I I ist dem Ausbau der Theorie der sogenannten Dispersionen 
gewidmet. Dies sind gewisse Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen, die 
bei Transformationen oszillatorischer Differentialgleichungen (q) auftreten und 
als Lösungen bestimmter niöhtlinearer Differentialgleichungen 3. Ordnung defi-
niert werden können. Die Dispersionen werden in sogenannte Zentraldispersionen 
und allgemeine Dispersionen eingeteilt. Die Kapitel 1 und 2 dieses Abschnittes 
sind den Zentraldispersionen, deren Theorie und Anwendung gewidmet, während 
sich das Kapitel 3 mit den allgemeinen Dispersionen befaßt. 
A. THEORIE DER ZENTRALDISPERSIONEN 
In der Theorie der Zentraldispersionen werden wir zum erstenmal in diesem 
Ruche mit Transformationen linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung in 
Berührung kommen (§13, Nr. 5). Aus diesem Grunde wollen wir an die Spitze 
dieses Kapitels das Transformationsproblem selbst stellen. Mag es an dieser Stelle 
vielleicht als isoliert erscheinen, so wird es im Laufe unserer Untersuchungen 
immer mehr in den Vordergrund rücken. 
§ 11. Das Transformationsproblem 
1. Historisches. Das Transformationsproblem für lineare Differentialgleichungen 
2. Ordnung stammt von dem deutschen Mathematiker E .E . KUMMER. AUS 
diesem Grunde werden wir gelegentlich von dem Kummerschen Transformations-
problem sprechen. 
In seiner Abhandlung ,,De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis", 
die zunächst im Jahre 1834 in dem Programm des evangelischen Königl. und 
Stadtgymnasiums in Liegnitz veröffentlicht und später, im Jahre 1887, in dem 
J. reine angew. Math. (Vol. 100) neu abgedruckt wurde, befaßt sich KUMMER 
mit der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ordnung 
„ d*z / d*z \2 „ dz* 
dz dx% (ÃГ--S+----
Es dürfte vielleicht interessant sein, den Ausgangspunkt der Kummerschen 
Betrachtungen in Übersetzung seiner ursprünglichen Fassung wiederzugeben 
(I .e . ) : 
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„Zunächst bemerken wir, daß unsere Gleichung, die von der dritten Ordnung 
ist, auf zwei lineare Gleichungen zweiter Ordnung 
d2y dy 
1%r + r-± + <iy = °. (2) 
dz2 dz 
in denen p und q Funktionen der Veränderlichen x, P und Q Funktionen der 
Größe z sind, zurückgeführt werden kann. 
Dennoch werden wir unsere an sich schwierige Aufgabe klarer fassen, wenn 
wir umgekehrt aus den Gleichungen (2) und (3) die Gleichung (1) herleiten. Zu 
diesem Zweck betrachten wir z als eine Funktion der Größe x und nehmen an, 
daß der Wert y -= w • v, wobei w eine bestimmte Funktion der Veränderlichen x 
bezeichnet, die Gleichung (2) befriedige. Dann folgt durch Differentiation, indem 
das Differential dx konstant gehalten wird, 
y = wv, 
dy dw dv dz 
dx dx dz dx ' 
d2y d2w dw dz dv d2z dv dz2 d2v 
dx2 dx2 dx dx dz dx2 dz dx2 dz2 
und wenn diese Werte in die Gleichung (2) eingesetzt werden, erhalten wir 
dz2 d2v / dw dz d2z dz \ dv (d2w dw \ 
w^^+(2i^^+wi^+^^)^+(i^+p^+qw)v=0- (4) 
Diese in bezug auf die Größe v lineare Gleichung zweiter Ordnung muß mit der 
Gleichung (3), die von derselben Form ist, identisch sein; dies wird ausgedrückt, 
dx dx dx2 dx dx2 
d2w dw ( ^ dz2 
*£+(«-«-£)—• dx2 
setzen. 
Aus diesen Gleichungen (5) und (6) folgt durch Elimination der Veränderlichen w 
und ihrer Differentialquotienten die Gleichung dritter Ordnung 
2^-n^) !-(2f+*•-«)£+(*£+*-«)-• «'> 
* * -£+,.-„--•. ,-i(.4f 
dP.+ ^-4q = X; g ^ l ^ + ^ - z ) (9) 
2^- + p 2 - 4 ^ Z ; Q = т 2-sғ + p 2 - 2 ь (8) 
dx 
in unsere Gleichung übergeht. 
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Wir finden also, daß die Gleichung (1) die notwendige zwischen den Veränder-
lichen z und x bestehende Beziehung ausdrückt, damit y = wv ein Integral der 
Gleichung (2) sei, falls die Größen y und v vermöge der Gleichungen (2) und (3) 
und q und Q vermöge der Gleichungen (8) und (9) bestimmt sind. 
Ferner wird die Größe w, die wir Multiplikator nennen wollen, aus der Glei-
dz 
chung (5) gefunden; diese letztere ergibt durch Division durch —-w (womit die 
dx 
drei Veränderlichen w, z und x separiert werden) und durch Integration die Formel 
fpdz -fpdz dx 
w* = c ' eJ • e J • -7—; (10) 
, dz 
e bezeichnet die Basis der natürlichen Logarithmen und c eine beliebige Kon-
stante." 
2. Formulierung des Transformationsproblems. Das Transformationsproblem, 
mit dem wir uns zu befassen haben, ist folgendes: 
Es seien zwei lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung 
y" = q(t)y, (q) 
Y = Q(T) Y (Q) 
in den (offenen) beschränkten oder unbeschränkten Intervallen j = (a, b), 
J = (A, B) gegeben. Wir setzen voraus, daß die Träger q, Q dieser Differential-
gleichungen in ihren Definitionsintervallen j , J stetig sind. 
Unter einer Transformation der Differentialgleichung (Q) in die Differential-
gleichung (q) verstehen wir eine zweigliedrige Folge [w, X] von Funktionen 
w(t), X(t), die in einem (offenen) Intervall i c j definiert und so beschaffen sind, 
daß für jedes Integral Y der Differentialgleichung (Q) die Funktion 
y(t) = w(t) • Y[X(t)] (11) 
eine Lösung der Differentialgleichung (q) ist. 
Von den Funktionen w, X wird vorausgesetzt: 
l.w£C2, I 6 C 3 ; 
2. wX1 + 0 für alle t£i; 
3.X(i)cJ. 
Die Funktion X nennen wir transformierende Funktion der Differentialglei-
chungen (q), (Q) (man beachte die Anordnung!), kürzer: Transformierende; wir 
nennen sie gelegentlich auch den Kern der Transformation [w, X]. 
Die Funktion w wird als der Multiplikator der Transformation [w, X] bezeichnet. 
In diesen Definitionen ist natürlich auch der Begriff einer Transformation der 
Differentialgleichung (q) in die Differentialgleichung (Q) enthalten. 
Das eingangs erwähnte Transformationsproblem kann nun wie folgt formuliert 
werden: 
Es sollen alle gegenseitigen Transformationen der Differentialgleichungen (q), (Q) 
bestimmt und ihre Eigenschaften beschrieben werden. 
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Ist [w, X] eine Transformation der Differentialgleichung (Q) in die Differential-
gleichung (q) und Y ein Integral von (Q), so wird die im Intervall i c j vermöge 
der Formel (11) definierte Lösung von (q) als das Bild und das dieses Bild als Teil 
enthaltende Integral der Differentialgleichung (q) als das Bildintegral von Y in 
der Transformation [w, X] bezeichnet; kürzer: Bild bzw. Bildintegral von Y. 
Die obigen Untersuchungen von E. E. KUMMER ergeben (Formeln (7) und (10) 
für p = P = 0 und t, T, —q, ~-Q an Stelle von x, z, q, Q): 
Jede transformierende Funktion X der Differentialgleichungen (q), (Q) ist in ihrem 
Definitionsintervall i eine Lösung der nichtlinearen Differentialgleichung 3. Ord-
nung: 
-{X,t}+Q(X)X'* = q(t). (Qq) 
Der Multiplikator w jeder Transformation [w, X] der Differentialgleichungen (q), 
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Wir werden nun gewisse Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen, die 
wir Zentraldispersionen von der 1., 2., 3., 4. Art nennen, untersuchen. Die Zentral-
dispersionen von der K-ten Art (K = 1, 2, 3, 4) kommen nur bei Differentialglei-
chungen mit ^-konjugierten Zahlen in Betracht. Zwecks Vereinfachung unserer 
Untersuchungen wollen wir weiter in diesem Kapitel stets voraussetzen, daß die 
betrachteten Differentialgleichungen (q) konjugierte Zahlen von allen vier Arten 
zulassen. Außerdem nehmen wir an, daß die betrachteten Träger q in ihren Defi-
nitionsintervallen stets negativ sind: q < 0. Diese Annahme kommt bei Betrach-
tungen von konjugierten Zahlen 1. Art nicht zur Geltung. 
1. Vorbereitung. Wir betrachten eine Differentialgleichung (q), t£j= (a, b). 
Nach unserer Voraussetzung läßt die Differentialgleichung (q) konjugierte Zahlen 
von allen vier Arten zu; außerdem haben wir q < 0 für alle t € j . 
Nach § 3, Nr. 11 bilden bei jeder Art K (= 1, 2, 3, 4) diejenigen Zahlen t(z j , 
zu denen die v-te linksseitig bzw. rechtsseitig ^-konjugierte Zahl existiert, ein 
offenes Intervall iHiV bzw. jx>v; v = 1, 2, ... Diese Intervalle iHfV, jHfV haben wir 
a .a .O. ausführlich beschrieben. Wir wissen, daß jedes Intervall iX)V, jKjV ein 
Teilintervall von j ist. Ferner erinnern wir an folgendes: Ist die Differential-
gleichung (q) links- bzw. rechtsseitig oszillatorisch, so fallen alle Intervalle iHV 
bzw. jKV mit j zusammen; ist die Differentialgleichung (q) oszillatorisch, so sind 
alle Intervalle iHtV, jKV gleich j (K = 1, 2, 3, 4; v = 1, 2, ...). 
2. Definition der Zentraldispersionen. Es sei K eine der Zahlen 1, 2, 3, 4. Ferner 
sei nK ( = n) eine natürliche Zahl; wir nehmen an, es gäbe im Intervall j Zahlen, 
zu denen die n-te rechts- bzw. linksseitig ^-konjugierte Zahl existiert. Die ersteren 
bilden also das Intervall ?K?n bzw. iH^n. Ist z. B. die Differentialgleichung (q) von 
endlichem Typus (m), m ̂  2, so ist nx fg m. 
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1. Es sei x = 1. Wir definieren im Intervall jliU (i1?n) die Funktion <pn (<p-n) 
wie folgt: 
Für t£ j l j n (t£ i1?n) ist <pn(t) (<p-n(t)) die n-te mit t rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 1. Art. 
<pn(t) (<p-n(t)) ist also die n-te rechts (links) von t liegende Nullstelle eines jeden 
an der Stelle t verschwindenden Integrals der Differentialgleichung (q). 
Wir nennen die Funktion <pn (<p-n) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 1. Art oder 
die l-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Für n = 1 sprechen wir von der 
Fundamentaldispersion 1. Art. Die Fundamentaldispersion 1. Art, <pt, ist also im 
Intervall j x l definiert, und ihr Wert <px(t) stellt die erste nach t folgende Null-
stelle eines jeden an der Stelle t verschwindenden Integrals der Differential-
gleichung (q) dar. 
2. Es sei x = 2. Wie definieren im Intervall ?2n (i2n) die Funktion ipn (y)-n) 
wie folgt: 
Für t£ j 2 i n (t£ i2^n) ist ipn(t) (ip.n(t)) die n-te mit t rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 2. Art. 
tyn(t) (y)-n(t)) ist also die n-te rechts (links) vonf liegende Nullstelle der Ableitung 
eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der Stelle t 
verschwindet. 
Wir nennen die Funktion ipn (ip-n) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 2. Art, 
oder: die 2-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Für n = 1 sprechen wir von 
der Fundamentaldispersion 2. Art. Die Fundamentaldispersion 2. Art, xp1, ist also 
im Intervall j 2 1 definiert, und ihr Wert tp^t) stellt die erste nach t folgende Null-
stelle der Ableitung eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen 
Ableitung an der Stelle t verschwindet, dar. 
Man sieht: Wenn die Differentialgleichung (q) die begleitende Differentialglei-
chung (%) zuläßt, so fallen die 2-Zentraldispersionen von (q) mit den l-Zentral-
dispersionen von (qx) zusammen. 
3. Es sei x = 3. Wir definieren im Intervall jZjn (i3>fl) die Funktionen %n (%-n) 
wie folgt: 
Für £6 j Z n (t£ i3^n) ist %n(t) (%-n(t)) die n-te mit t rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 3. Art. 
%n(t) (%-n(t)) ist also die n-te rechts (links) von t liegende Nullstelle der Ableitung 
eines jeden an der Stelle t verschwindenden Integrals der Differentialgleichung (q). 
Wir nennen die Funktion %n (%-n) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 3. Art 
oder die 3-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Für n = 1 sprechen wir von 
der Fundamentaldispersion 3. Art. Die Fundamentaldispersion 3. Art, %x, ist also 
im Intervall j 3 1 definiert, und ihr Wert %t(t) stellt die erste nach t folgende Null-
stelle der Ableitung eines jeden an der Stelle t verschwindenden Integrals der 
Differentialgleichung (q) dar. 
4. Schließlich sei x = 4. Wir definieren im Intervall j ^ n (i^n) die Funktion con 
(<o„n) wie folgt: 
Für £€ j 4 i n (t£ i4?n) ist a)n(t) (co„n(t)) die n-te mit t rechtsseitig (linksseitig) kon-
jugierte Zahl 4. Art. 
<jon(t) (o}_n(t)) ist also die n-te rechts (links) von t liegende Nullstelle eines jeden 
Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der Stelle t verschwin-
det. 
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Wir nennen die Funktion a)n (o>_n) die n-te (—n-te) Zentraldispersion 4. Art oder 
die 4:-Zentraldispersion mit dem Index n (—n). Für n = 1 sprechen wir von der 
Fundamentaldispersion 4. Art. Die Fundamentaldispersion 4. Art, co1, ist also im 
Intervall j 4 1 definiert, und ihr Wert co^t) stellt die erste nach t folgende Nun-
stelle eines jeden Integrals der Differentialgleichung (q), dessen Ableitung an der 
Stelle t verschwindet, dar. 
Die Benennung der Zentraldispersionen soll auf die Verteilung (Dispersion) der 
Nullstellen von Integralen der Differentialgleichung (q) und deren Ableitungen 
erinnern; das Attr ibut ,,Zentral4 ' deutet auf gewisse mit dem gruppentheoreti-
schen Begriff des Zentrums zusammenhängende Eigenschaften der Zentral-
dispersionen 1. und 2. Art hin (§21, Nr. 6,4., Nr. 7). 
3 . Zentraldispersionen oszillatoriseher Differentialgleichungen (q). Die ZentraV 
dispersionen, die wir soeben definiert haben, sind je nach Art und Index in 
verschiedenen Intervallen, die im allgemeinen echte Teilintervalle von j dar-
Abb. 3 
stellen, erklärt . Wenn die Differentialgleichung (q) oszillatorisch ist, so fallen 
die Definitionsintervalle aller Zentraldispersionen mit j zusammen. Wegen dieser 
Vereinfachung wollen wir uns im folgenden nur mit oszillatorischen Differential-
gleichungen (q) befassen. 
Im folgenden setzen wir also voraus: Die Differentialgleichung (q) ist oszil-
latorisch in ihrem Definitionsintervall j = (a, b). Außerdem gilt q < 0 für alle 
tei-
In diesem Fall haben die Integrale der Differentialgleichung (q) unendlich 
viele Nullstellen, die sich gegen a und b häufen. Ferner sind im Intervall j 
vier abzählbare Systeme von Zentraldispersionen, und zwar Systeme von den 
Zentraldispersionen 1., 2., 3., 4. Art cpv, yjv, %v, OJV; v = ± 1 , ± 2 , . . . , erklärt . Zu-
sätzlich wollen wrir die nullten Zentraldispersionen 1. und 2. Art im Sinne der fol-
genden Formeln einführen: (p0(t) = t, ip0(t) = t für t(z j . 
Nach den obigen Definitionen stellen die Werte der Zentraldispersionen an jeder 
beliebigen Stelle t £ j die Nullstellen von Integralen der Differentialgleichung (q) 
oder deren Ableitungen dar, und zwar von Integralen, die selbst oder deren Ab-
leitungen an der Stelle t verschwinden. Siehe Abb. 3. 
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4. Beziehungen zwischen den Zentraldispersionen. Offenbar bestehen an jeder 
Stelle t € j die folgenden Beziehungen: 
(i) 
- < x-&) < <p-i(t) < x-i(t) < * < Xi(t) < <PS) < xS) < - , 
• •• < <x>S) < wS) < «>-i(0 < * < «>i(0 < Vi(0 < °>$) < ••• • 
In unseren weiteren Betrachtungen benutzen wir oft folgende Bezeichnungen: 
Für zwei im Intervall j definierte Funktionen /, g bezeichnen wir mit fg die 
zusammengesetzte Funktion f[g(t)]. f"1 soll die zu / inverse Funktion bedeuten, 
sofern diese existiert. Ist v eine ganze Zahl, so bedeutet fv die ?>-mai oder — v-mal 
iterierte Funktion / oder f'1» je nachdem, ob v > 0 oder v < 0 ist, also: / / • • • / 
oder Z"1/"1 ••• f'1, außerdem setzen wir /° = t. ' v ' 
— V 
Ferner sei <Z> bzw. S7, X, ü die Menge aller Zentraldispersionen von der 1. bzw. 
2., 3., 4. Art und r die Vereinigung aller dieser Mengen: r = @ vW v X v Q. 
Zwischen den Zentraldispersionen derselben Art und denjenigen verschiedener 
Arten bestehen gewisse Beziehungen, die durch Zusammensetzung dieser Funk-
tionen erklärt sind. Wir wollen diese Beziehungen in der folgenden ,,Multipli-
katioristafel" schematisch deuten: 
Ф W X Q 
Ф Ф — — Q 
W — W X — 
X X — — W 
Q — Q Ф — 
Diese Tafel hat folgende Bedeutung: Die Zusammensetzung von zwei Zentral­
dispersionen aG A, 6 € B (A, B stellen je eine der Mengen 0, W, X, Q dar) ergibt 
entweder keine Zentraldispersion oder eine Zentraldispersion ab aus der im Schnitt-
punkt der AU Zeile und J5-Spalte stehenden Menge C: ab € C. 
Wir wollen nun die erwähnten Beziehungen genau angeben. 
Es seien pt, v und Q 4= 0, a =4= 0 beliebige ganze Zahlen. 
1 . <pß<pv = <pß+v. 
Aus dieser Beziehung folgt 
(2) 
<Po<Pv = <Pv<Po = = <pv, <pv<p-v = <p0(= t ) , 
2 - M ^ ^ ' 
<Pl<Pv = <pv<Pl = = <pv+i, <Pv = <PÌ-
Daraus folgt 
Щífv = ЏvWo = = v> WvW-v = V o ( = *)• 
Шv = M i = = У>v+1> Уv = 1PÌ. 
(3) 
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ü)v+e für g > 0, v __ — Q + 1 und füг Q < 0, v 5_ — Q — 1; 
3 . <pvcoQ = \ 
4- Шв = 
5 . Xe<Pv 
6. coey)r = 
_x für g > 0, v £_ — g; coy+e 
co„+e+1 für Q < 0, v ___ —g. 
#v + ö für g > 0, v _i_ —g + 1 und für Q < 0, v „g. —g — 1 ; 
Xv+Q-i fü rp > 0, v _g — .o; 
#„+_+! für .o < 0, v _^ —g. 
^ e + v für Q > 0. v ___ —g -f 1 und für Q <0, v ^ —g — 1 ; 
#_+„-_ für g > 0, y _g — g; 
Za+v+i für Q < 0, v _^ ~Q. 
coQ+v für g > 0, v ___ —g + 1 und für Q < 0, v ___ —g — 1 ; 
ш G + J ; ' 
co _ + !> 
._ für g > 0, v _š_ — o; 
+_ für g < 0, v ___ —ß. 
^_.+(7 für Q > 0, a < 0 und für Q < 0, a > 0; 
W c , - ! für g > 0, o > 0; 
^e+cy+1 für g < 0, a < 0. 
7. XQW* 
Insbesondere haben wir für a = — Q 
XQ<»-Q = Wo(=t)-
<pQ+a für Q > 0, a < 0 und für Q < 0, a > 0; 
8- Ö>_.#<7 = I <Pe+a-i für g > 0, o* > 0; 
<pQ+G+1 für o < 0, <r < 0. 
Insbesondere haben wir für a — — Q 
<°QX-Q = <PO(= 0 -
Von den obigen Beziehungen wollen wir hier die folgenden hervorheben: 
und ferner 
<pv<p-v ~ t, v -v — t, XQ<°-Q = t, ҺX- — t 
und 
<Pn = <Pi<Pn-l> 
p.n — 9?-iУ- n +i, 
<Pn — <PÏ> 
Ç9-n = <P-1, 
Wn = WlWn-1, Xn = Xl<Pn-l, <On = OD^n-l > 




щxpЧ ! = 9 5 ' / Іß)! , 
W-n = W-u X-n^X-iV-ï1 Г-ï'x-1, 
0)-n — Û Í - i V - l * çíîГ1 Û M 
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Die Formeln (6) zeigen: 
Zu jeder Zentraldispersion gibt es eine Zentraldispersion als die zu ihr inverse 
Funktion, und zwar stellen die folgenden Zentraldispersionen die zueinander 
inversen Funktionen dar: cpv, cp_v; xpv, tp_v; %Q, co_Q; OJQ, %„Q. 
Aus (8) folgt, daß sich jede Zentraldispersion aus den Fundamentaldispersionen 
und den zu ihnen inversen Funktionen zusammensetzen läßt. 
5. Algebraische Struktur der Menge der Zentraldispersionen. In der Menge 
r = @vWvXvQ wollen wir eine binäre Multiplikation (Verknüpfungsregel) 
einführen, und zwar vermöge Zusammensetzung von Funktionen. Dann haben, 
wie aus der obigen Tafel ersichtlich ist, gewisse zweigliedrige Folgen von Zentral-
dispersionen a € A, b(z B (A,sB stellen je eine der Mengen 0, W, X, Q dar) das 
Produkt ab = cGF, während andere zweigliedrige Folgen von Zentraldispersionen 
kein in der Menge r enthaltenes Produkt besitzen. Die Menge r zusammen mit 
dieser Multiplikation bildet ein algebraisches Gebilde, ein sogenanntes Halb-
gruppoid. 
Aus den Formeln (6), (8) sehen wir: Die Menge 0 (zusammen mit der betrach-
teten Multiplikation) bildet eine unendliche zyklische Gruppe mit dem erzeugenden 
Element cpx. Das Einselement 1 der Gruppe 0 ist das Element <p0 (= t). Für jede 
ganze Zahl v stellen die Zentraldispersionen cpv und cp_v zwei zueinander inverse 
Elemente der Gruppe 0 dar. 
Ähnlich verhält sich die Menge W: Die Menge W bildet eine unendliche zyk-
lische Gruppe mit dem erzeugenden Element \px. Das Einselement 1 der Gruppe W 
ist cpQ (= t) und stimmt also mit demjenigen der Gruppe 0 überein. Für jede 
ganze Zahl v stellen ipv und ip_v zwei zueinander inverse Elemente der Gruppe W 
dar. 
Die Gruppen 0, W haben also das Einselement 1 gemeinsam. 
Ferner ergeben die Formeln (6): Jede der beiden Mengen X, Q besteht aus 
Elementen, die zu den Elementen der anderen invers sind. Man sieht, daß je 
zwei Elemente%Q€ X undco_Q(zQ zueinander invers sind, d. h., bei Multiplikation 
das Einselement ergeben: %Qco.Q = co-Q%Q = 1. 
Offenbar haben die Mengen X, Q mit den Gruppen 0, W keine gemeinsamen 
Elemente. 
Wir fassen zusammen: 
Das Halbgruppoid F besteht aus zwei unendlichen zyklischen Gruppen 0, W, die 
das Einselement 1 = t gemeinsam haben, und ferner aus zwei mit diesen Gruppen 
disjunhten abzählbaren Mengen X, Q, deren Elemente paarweise zueinander invers 
sind. Im übrigen ist die Multiplikation im Halbgruppoid F durch die w Nr. 4 ange-
führten Formeln beschrieben. 
§ 13. Eigenschaften der Zentraldispersionen 
In diesem Paragraphen werden wir einige elementare Eigenschaften der Zen-
traldispersionen, insbesondere ihren Verlauf, Stetigkeit und andere Eigenschaften, 
die mit der Existenz von Ableitungen der Zentraldispersionen zusammenhängen, 
untersuchen. 
1. Monotonie und Stetigkeit. 1. Der Wertevorrat jeder Zentraldispersion von be-
liebiger Art ist das Intervall j . 
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In der Tat, ist A eine Zentraldispersion von beliebiger Art und t G j eine be-
liebige Zahl, so nimmt die Funktion A an der Stelle A ~1(£) den Wert t an. 
2. Jede Zentraldispersion von beliebiger Art ist eine wachsende Funktion. 
Beweis . Da sich jede Zentraldispersion von beliebiger Art aus den Fundamen-
taldispersionen und aus den zu ihnen inversen Funktionen zusammensetzen läßt 
(§ 12, Nr. 4), genügt es, die Richtigkeit der Behauptung nur für die Fundamental-
dispersionen festzustellen. Es sei also d eine Fundamentaldispersion von beliebiger 
Art. In dieser Nr. wollen wir die Fundamentaldispersionen kurz mit cp, tp, %, co 
bezeichnen. 
Es seien t < x beliebige Zahlen im Intervall j . Wir haben zu zeigen, daß 
Ö(t) < d(x) ist. 
Nach § 12, (1) haben wir t < d(t), x < d(x). Ist d(t) < x, so haben wir bereits 
d(t) < d(x). Es genügt also festzustellen, daß aus t < x < d(t) die Ungleichung 
S(t) < d(x) folgt. Dies erreichen wir, indem wir auf Grund der Ordnungssätze das 
Bestehen der Ungleichungen t < x < ö(x) < d(t) ausschließen. Die Gleichung 
S(t) = d(x) ist offenbar wegen der Existenz der inversen Funktion d'1 nicht mög-
lich. 
Wir wollen also t < x < d(x) < d(t) annehmen. 
a) d = (p. Nach der Definition der Funktion cp sind die Zahlen t, d(t) bzw. 
x, d(x) zwei benachbarte Nullstellen eines Integrals u bzw. v der Differentialglei-
chung (q). Offenbar sind die Integrale u, v voneinander unabhängig. Nach dem 
L Ordnungssatz (§ 2, Nr. 3) gibt es zwischen t und d(t) genau eine Nullstelle des 
Integrals v, was jedoch den obigen Ungleichungen widerspricht. 
b) d = tp. Der Beweis verläuft auf Grund des 2. Ordnungssatzes analog wie im 
Fall a). 
c) d = %. Nach der Definition der Funktion % sind die Zahlen t, d(t) zwei be-
nachbarte Nullstellen eines Integrals v der Differentialgleichung (q) und seiner 
Ableitung v'. Die Funktion vr ist folglich zwischen t und d(t) von Null verschieden. 
Ähnlich sind x, d(x) zwei benachbarte Nullstellen eines Integrals u der Differential-
gleichung (q) und seiner Ableitung ur. Offenbar sind die Integrale u, v voneinander 
unabhängig. Nach dem 4. Ordnungssatz hat die Funktion v' eine Nullstelle 
zwischen t und d(x), also nach den obigen Ungleichungen eine Nullstelle zwischen 
t und d(t). Dies ergibt einen Widerspruch. 
d) <5 = co. Der Beweis verläuft auf Grund des 3. Ordnungssatzes analog wie 
im Fall c). 
Damit ist der Beweis beendet. 
3. Jede Zentraldispersion von beliebiger Art ist überall stetig. 
Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorangehenden Sätzen 1 und 2, 
2. Die Funktionalgleichungen der Zentraldispersionen. In dieser Nr. bezeichnen 
wir mit (p,ip, %, co eine beliebige Zentraldispersion von der L, 2., 3., 4. Art. 
Es seien u, v beliebige voneinander unabhängige Integrale der Differential-
gleichung (q). 
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Nach dem Satz in § 3, Nr. 12 schließen wir: 
Im Intervall j bestehen die identischen Beziehungen: 
u(t) v[<p(t)] — u[cp(t)] v(t) = 0, 
u'(t) v'[xp(t)] - u'[tp(t)] v'(t) = 0, 
u(t)v'[X(t)]-u'[X(t)]v(t) = 0, 
u'(t) v[co(t)] - U[ü)(t)] v'(t) = 0. 
(1) 
Diese Beziehungen nennen wir die Funktionalgleichungen der Zentraldispersionen. 
Man sieht, daß die aus den Integralen und deren Ableitungen ur, v' gebildeten 
Verhältnisse u:v,u': v' im Intervall j gegenüber Zusammensetzungen mit Zen­
traldispersionen im Sinne der folgenden Formeln invariant sind: 









vЏ) v'[XЏ)] ' v'(t) v[co(t)] 
(2) 
3. Die Ableitungen. Es sei wiederum cp, %p, X, co eine beliebige Zentraldispersion 
von der 1., 2., 3., 4. Art. 
Wir wollen den folgenden Satz beweisen: 
1. Alle Zentraldispersionen von beliebiger Art haben an jeder Stelle t(zj stetige 
Ableitungen (1. Ordnung). Diese lassen sich vermöge beliebiger voneinander unab-
hängiger Integrale u, v der Differentialgleichung (q) und deren Ableitungen u', v' wie 
folgt ausdrücken: 




co'Џ) = - q(t) 
u(t) v'[<p(t)] — u'[cp(t)] v(t) ' 
q(t) n(t) v'[f(t)] - u'[y>(t)] v(t) , 
q[y,(t)] u'(t) v[y,(t)] - u[y>(t)] v'(t) ' 
1 «'(0 v'íx(t)] ~ u'ÍX(t)l *>'(t) . 
qíx(t)l «(0 v[X(t)] -u[x(t)] v(t) ' 
u(t) v[co(t)] — u[co(t)] v(t) 
!í'(l)i;'[ffl(í)]-íí'[(B(ř)]»'(í) ' 
(3) 
Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis etwa im Fall der Zentraldispersion cp 
beschränken. 
Es seien u, v zwei voneinander unabhängige Integrale der Differentialgleichung 
(q). 
Wir betrachten die Basenfunktion (§ 2, Nr. 6; Q = q) 
F(t, x) = u(t) v(x) — u(x) v(t). 
Es sei t0 € j eine beliebige Zahl und x0 = (p(t0) der entsprechende Wert von cp. 
Dann haben wir F(t0, x0) = 0 (§ 3, Nr. 12). 
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Nach § 2, Nr. 6 gibt es genau eine in einer Umgebung i (c j) von t0 definierte 
und stetige Funktion x(t), die an der Stelle t0 den Wert x0 annimmt und im Inter­
vall i die Gleichung F[t, x(t)] = 0 befriedigt. Diese Funktion x besitzt im Inter­
vall i die stetige Ableitung 
x'Џ) 
u'Џ) v[xЏ)] — u[xЏ)] v'Џ) 
uЏ) v'[x(t)] — u'[x{t)] vЏ) 
(4) 
Nun ist aber die Funktion cp im Intervall (/ und folglich auch) i definiert 
und stetig, und auch sie nimmt an der Stelle t0 den Wert x0 an und befriedigt im 
Intervall i die obige Gleichung: F[t, <p(t)] = 0. Es gilt also x(t) = <p(t) für £G i. 
Daraus folgt die Existenz von <pf(t0) und im Hinblick auf (4) die erste Formel (3). 
2. Die Ableitungen der Zentraldispersionen lassen sich mit Hilfe eines Integrals u 


























für u(t) = 0; 
für uf(t) ф 0, 
für iï(t) = 0; 
für u(t)=Џ0, 
für u(t) = 0; 
für iï(t)=^0. 





Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis etwa der Formel (5) beschränken. 
Im wesentlichen geht es um eine Umformung der ersten Formel (3). 
Im Fall u(t) 4̂  0 multiplizieren wir in dieser letzteren den Zähler und Nenner 
mit u(t) und wenden im Nenner die Beziehung u(t) v[<p(t)] = u[q)(t)] v(t) an; dann 
multiplizieren wir analog mit u[<p(t)] und machen von derselben Beziehung im 
Zähler Gebrauch. Nach Division durch die Wronskische Determinante w(t) 
= w[cp(t)] von u, v ergibt sich die Formel (5). 
Im Fall u(t) = 0 haben wir uf(t) uf[cp(t)] =\= 0. Wir multiplizieren ähnlich wie 
oben den Zähler und Nenner mit u'(t), dann mit uf[<p(t)] und erhalten somit 
Formel (5). 
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3 . Die Ableitungen der Zentraldispersionen lassen sich mit Hilfe der ersten bzw. 
zweiten Amplitude r bzw. s einer beliebigen Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) 
wie folgt ausdrücken: ^ 
,(tл Л<p(t)ì , , , q(t) , Лw(t)ì 
ï(í) = - Ӣ Ж ' »® = -я»)-щ-
(9) 
Beweis (z. B. der ersten Formel). Es sei (u, v) eine Basis der Differential-
gleichung (q) und r, s die entsprechende erste und zweite Amplitude. Es sei t £ j 
eine beliebige Zahl. Von den Zahlen u(t), v(t) ist wenigstens eine, z. B. u(t), von 
Null verschieden: u(t) =|= 0. Für die Funktion X = v: u haben wir (nach (2)) 
l(t) = %>(*)]. Folglich gilt 
f() = ^[<p(t)] = 1 + k\t) r\<p(t)] = r\<p(t)] 
w . z . b . w .
 v u ^ i+W)] r2(t) m ' 
4. Höhere Ableitungen. Aus den obigen Resultaten sehen wir: 
Unter der Voraussetzung, daß der Träger q der Differentialgleichung (q) im 
Intervall j stetig ist, haben alle Zentraldispersionen von der 1. Art im Intervall j 
stetige Ableitungen 3. Ordnung und alle übrigen Zentraldispersionen stetige Ab-
leitungen 1. Ordnung. 
Allgemeiner gilt: 
Gehört der Träger q der Differentialgleichung (q) der Klasse Ck an (h = 0, 1, ...), 
so gehören alle Zentraldispersionen 1. Art der Klasse Ck+Z und alle übrigen Zentral-
dispersionen der Klasse Ck+1 an. 
5. Beziehungen der Zentraldispersionen zu dem Transformationsproblem. Die 
Formeln (5)-(8) stehen in einer engen Beziehung zu dem Transformationsproblem 
( § i i ) - . 
Es seien<pv,ipv,%Q,coQ(v = 0, ± 1, ...; Q = ± 1, ...) beliebige Zentraldispersionen 
von der 1., 2., 3., 4. Art. Ferner sei u ein beliebiges Integral der Differentialglei-
chung (q). Dann bestehen die mit diesen Zentraldispersionen gebildeten Formeln 
(5)-(8). 
Nun ergeben diese Formeln im Hinblick auf die Ordnungssätze (§2, Nr. 3) 
für alle t £ j folgende Beziehungen: 
«(0 = - ^ - « [ 9 > , ( 0 1 , (10) 
V<Pv(t) 
u'(t) = (-1Y tt>,(Ql_ 
y-q(t) Vwl(t) V-?LVr(0i ' 
• w - - ^ ß^L, d2) 
U'(t) ( - 1 ) 6 ^ ^ ( i ^ 
V-íW H(t) 
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Nach Formel (10) stellt die zweigliedrige Funktionenfolge [( —l)v: ]/q)fv(t), <pv(t)] 
eine Transformation (§ 11, Nr. 2) der Differentialgleichung (q) in sich selbst dar. 
In dieser Transformation wird jedes Integral u von (q) in sich selbst trans-
formiert. 
Ähnliches ergeben die Formeln (11)—(13): Nehmen wir an, die Funktion q( < 0) sei 
von der Klasse O2, dann läßt die Differentialgleichung (q) die begleitende 
Differentialgleichung (qx) zu. Wir wissen (§ 1, Nr. 9), daß die Funktion (u±(t) ==) 
u'(t): ]/—q(t) ein Integral der Differentialgleichung (c^), das mit u assoziierte 
Integral, darstellt. 
Die Funktionenfolge [( — l)v: ]/ip'v(t), xpv(t)\ stellt offenbar eine Transformation 
der begleitenden Differentialgleichung (qx) in sich selbst dar. In dieser Trans-
formation wird jedes Integral ux von (qx) in sich selbst transformiert. 
Die Funktionenfolge [( — Yf: ]/%Q(t), %Q(t)\ stellt eine Transformation der be-
gleitenden Differentialgleichung (qx) in die Differentialgleichung (q) dar. In dieser 
Transformation wird jedes Integral u± der Differentialgleichung (qx) in das mit 
ihm assoziierte Integral u von (q) transformiert. 
Die Funktionenfolge [(— l)Q: ]/coQ(t), coQ(t)\ stellt eine Transformation der Diffe-
rentialgleichung (q) in die begleitende Differentialgleichung (%) dar. In dieser 
Transformation wird jedes Integrale der Differentialgleichung (q) in das mit ihm 
assoziierte Integral ux von (q2) transformiert. 
Zusammenfassend kann man sagen, daß die Zentraldispersionen oszillatorischer 
Differentialgleichungen (q) spezielle Lösungen des Kummer sehen Transformations-
problems für die Differentialgleichungen (q) und ihre begleitenden Differential-
gleichungen (q-.) bestimmen. 
6. Beziehungen zwischen Ableitungen der Zentraldispersionen und den Werten 
des Trägers q. 
1. Es sei nun cp, ip, %, co die Fundamentaldispersion 1., 2., 3., 4. Art. 
Es gilt der folgende 
Satz . Die Werte der Ableitungen (1. Ordnung) der Fundamentaldispersionen an 
jeder Stelle t£j lassen sich als Verhältnisse von geeigneten Werten des Trägers q 
ausdrücken, und zwar folgendermaßen: 
<P'(t)=4±, •(«>- q{t) q{h) 
q(t3)
 r q[yj(t)] q(t2) 
« w o ] ' ?(*-)' 
die tly t2, t3, £4 bedeuten geeignete Zahlen in folgender Anordnung: 
t < h < %(t) <h< <p(t); t < h < co(t) <t4< ip(t). 
Beweis. Für jedes Integral u der Differentialgleichung (q) und beliebige 
Zahlen t,x(zj gilt offenbar die Formel 
X 
u' 2(x) - u' 2(t) = f q(a) [w2(cr)]' da, (14) 
t 
auf die wir unseren Beweis stützen wollen. 
9 Boruvka, Lineare Differentialtransformationeii 
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a) Es sei u ein beliebiges an der Stelle t verschwindendes Integral der Diffe-
rentialgleichung (q), also u(t) = u'[%(t)] = 0. 
In der Formel (14) wählen wir x = %(t): 
x(t) 
-u'2(t) = f q(a)[u2(o)]' da. 
t 
Im Intervall (t, %(t)) ist die Funktion uu' und folglich auch (u2)' positiv. Nach 
dem Mittelwertsatz haben wir 
x(t) 
f q(o)'[u2(o)]'do = q(t1)u
2[X(t)], 
t 
wobei t < tt <. %(t) ist. Den letzten beiden Formeln entnehmen wir 
-u'^^-qitju* [X(t)], 
woraus im Hinblick auf (7) 
™-sm (,<,'<z(,,) 
folgt. 
b) Es sei nun u ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (q), dessen 
Ableitung u' an der Stelle t verschwindet: u'(t) = u[oo(t)] = 0. 




Im Intervall (t, a)(t)) ist die Funktion uu' und folglich auch (u2)' negativ. Nach 
dem Mittelwertsatz haben wir 
«(0 
/ q(o)[u*(o)]'do= -q(h)u*(t)9 
wobei t < t2 < co(t) ist. Den letzten beiden Formeln entnehmen wir 
u'2[co(t)] = -q(h)u*(t)9 
woraus im Hinblick auf (8) 
0)1 {t)=^V c < h < ̂  
folgt, 2 
c) Aus der identischen Beziehung 
<p(t) = ß>fo(0] 
erhalten wir bei Anwendung der obigen Resultate 
m'(t\ „Tv/nw/r t gto(Q] , g(*i) Q(h) 
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wobei %(t) <ts< (p(t) ist. Wir haben also 
9>'(0=ÜJ- (*(0<*»<9>(0). 
d) Ähnlich erhalten wir aus der identischen Beziehung 
v(0 = xMO] 
die Formel 
<m-m-ш и><«.<,«). 
2. Die obigen Formeln gelten, wie gesagt, für die Fundamentaldispersionen der 




г(У г(«7) г(**n-i) 
г(*i) г(У г(*4n-7) г(*4»-я) 
# 3 ) q(h) 2(<4n-5) 2ljín(0] 
9 V i ( 0 < h/i-3 < Xß(t) < hr-i < ?fi(t)\ V = 1' 2> 
^(0 q(h) 2(*4n-4) 2(ř4n) . 
yń(0 = 
<(0 = 
ч(Һ) ч(Һ) q(Һn-2) гWO] 
г(0 г(**) Ï (*4»-4) . 
9>ln(0 
*1»(0 
q(h) q(h) 2(*4»-i)' 
V/.-i(0 < Í4/.-2 < <w„(0 < tilt < y>M(t); /i = 1,2, 
q(t-d q(t-6) ([(t-an-3)). 
г(*-в) г(*-7) г(*-(4n-i))' 
г(*-i) qЏ-ù г(í-(4n--)) г(*-(4»-в>) 
г(í-з) г(*-7) г(*-(4-nб)) гtø-«(0] 
<P-џЏ) < L(4n-1) < X-ДO < Í-I4/.-3) < ^-iИ+líO; /í = 1 , 2 , . . . . » . 
г(0 гC-4) г('-(4n-4)) г('-4n) . v ' n ( 0 
Û>1»(0 
г('-ï) г('-в) г(í-<4n-2)) 2[y>-»(0]' 
г(0 г(*-4) г(*-(4»-4)). 
# - 2 ) ?(*-6) ?(*-<4n-2>) ' 
^ ( 0 < £_4iM < G>-„(0 < £-(4/l_2) < V-A«+I(0; jU -== 1, 2, ..., tt. 




n überzeugt man sich mit 
Hilfe vollständiger Induktion unter Anwendung der Beziehungen § 12, (7) und 
der obigen Formeln für cpf, %', ipf, a>\ 
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Ferner folgt aus cpcp.^t) = t, ipip-^t) = t im Hinblick auf die Formeln für cp'', ip' 
/ m g(*-i) . / m g(Q gtf-4) . / 1Kv 
" J ) = i w ' v-lW = î iiv^)T* (15) 
dabei ist «p.^) < tL8 < #-i(0 < t_1 < t\ yi-^t) <t_A< co^(t) < -̂2 <
 t-
Von der Richtigkeit der obigen Formeln für cpf_n, %
f_n, ip
f_n, a)
f_n überzeugt man 
sieh mit Hilfe vollständiger Induktion unter Anwendung der Beziehungen § 12, 
(7) und § 13, (15) und der Formeln für %', CD'. 
7. Beziehungen zwischen Zentraldispersionen und Phasen. Es seien ex, ß eine 
erste bzw. zweite Phase einer Basis (u, v) der Differentialgleichung (q). Wir neh-
men z. B. an, daß diese Phasen in dem gemischten Phasensystem der Basis (u, v) 
(§ 5, Nr. 14) benachbart liegen, d. h. im Intervall j die Beziehungen 0 < ß — oc < n 
oder —n < ß — oc < 0 erfüllen. Wegen unserer Voraussetzung q < 0 haben wir 
sgn oc' = sgn/?' (= e). cp,yj, %, co sollen im folgenden die Fundamentaldispersionen 
der vier Arten bezeichnen. 
Es sei x£j eine beliebige Zahl. 
Zunächst wollen wir ein Integral y der Differentialgleichung (q) betrachten, das 
an der Stelle x verschwindet. Nach § 5, (27) haben wir 
y(t) = k • r(t) • sin [oc(t) - oc(x)], j 
y'(t) = ±k's(t).sm[ß(t)-c*(x)],\ 
wobei natürlich k ( + 0) eine geeignete Konstante ist. 
Der Einfachheit halber setzen wir A(t) = oc(t) — oc(x). 
Offenbar haben wir A(x) = 0. Die Funktion A wächst im Intervall j nach 00 
oder nimmt nach — 00 ab, je nachdem, ob e = 1 oder e = —-1 ist. Folglich gibt 
es eine Zahl xx ( > x), für die die Funktion A den Wert STI annimmt. Nach (16) 
ist aber die Zahl x1 die erste nach x folgende Nullstelle des Integrals y. Wir haben 
also xx = cp(x) und ferner 
0CCp(x) = 0i(x) + 87t. (17) 
Wir betrachten nun die Funktion B(t) = ß(t) — oc(x). 
Auch diese Funktion wächst im Intervall j nach 00 oder nimmt nach —00 ab, 
je nachdem, ob e = 1 oder s = —-1 ist. Folglich gibt es eine Zahl x3 ( > x), für 
die die Funktion B den Wert \ (s + 1) n oder \ (s — 1) n annimmt, je nachdem, 
ob 0 < ß(x) — oc(x) < 7t oder —-n < ß(x) — oc(x) < 0 ist. Nach (16) ist aber x3 
die erste nach x folgende Nullstelle der Funktion y'. Wir haben also xz = %(x) 
und ferner 
ß%(x) = oc(x) + — (s + 1) 7t im Fall 0 < ß(x) — oc(x) < n\ 
__/ 
ß%(x) = oc(x) +-zr(e — l)n im Fall —n < ß(x) — oc(x) < 0. 
Zi 
(18) 
An zweiter Stelle wollen wir ein Integral y der Differentialgleichung (q) be-
trachten, dessen Ableitung yf an der Stelle x verschwindet. Nach § 5, (27) haben 
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wir 
y(t) = Je-r(t)-sin [oc(t)-ß(x)]> 
y'(t) = ±Jc-s(t)-sm[ß(t)-ß(x)]. 
Durch Überlegungen, die den obigen analog sind, erhält man die der Formel (17) 
analoge Beziehung 
ßtp(x) = ß(x) + en (19) 
und ferner 
ocw(x) = ß(x) + —- (e — 1) n im Fall 0 < ß(x) — oc(x) < n, 
occo(x) = ß(x) +--(e + l)n im Fall — n < ß(x) — oc(x) < 0. 
(20) 
Die Formeln (17), (18), (19), (20) sind die sogenannten abelschen Funktional-
gleichungen für die Fundamentaldispersionen. 
Kombiniert man diese Relationen mit den Beziehungen § 12, (8), so erhält 
man die allgemeinen abelschen Funktionalgleichungen für die Zentraldispersioneny 
kürzer: die abelschen Funktionalgleichungen 
occpv(x) = oc(x) + evn, 
ßгpv(x) = ß(x) + evn 
und ferner im Fall 0 < ß(x) — oc(x) < n: 
ßXÁX) = Ф) + "9 ( ^ "" S § П /*) Є + l) П> 
(21) 
1 
OCÙ). (x) = ß(x) + - ((2/1 - sgn/*)г - 1); 
(22) 
und ähnlich im Fall — n < ß(x) — oc(x) < 0: 
ßxM) = a(x) + "2"((2^ — sgn/^)e ~ l)^r, 
oew^x) = ß(x) + ^((2/i — sgn/^)£ + 1)JT? 
(x£j; e = sgnocf = sga ß'; v = 0, ± 1 , ±2 , ...; pt = ± 1 , ±2 , . . . ) . J 
(23) 
8. Darstellung der Zentraldispersionen und ihrer Ableitungen durch Phasen. Die 
abelschen Funktionalgleichungen für die Zentraldispersionen ergeben offenbar im 
Intervall j eine Darstellung der Zentraldispersionen durch die Phasen a, ß. 
Die Darstellung der Zentraldispersionen 1. und 2. Art ist nach den Formeln (21) 
cpv(t) = a - V ( 0 + vn • sgn a'], Vv(t) = ß-*[ß(t) + vn • sgn ß
f] (24) 
(v = 0 , ± l , ± 2 , . . . ) . 
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Eine ähnliche Darstellung lassen offenbar auch die Zentraldispersionen 3. und 
4. Art ^,0)^(11= ± 1 , ± 2 , ...) zu, und zwar unter Anwendung der Formeln (22) 
bzw. (23). Eine explizite Angabe der entsprechenden Formeln ist jedoch nicht 
notwendig. 
Aus diesen Darstellungen folgen unmittelbar die Eigenschaften der Zentral-
dispersionen aus Nr. 1,1-3 sowie die stetige Differenzierbarkeit aller Zentral-
dispersionen, da jede erste bzw. zweite Phase alle Werte annimmt, ständig wächst 
oder abnimmt und der Klasse <73 bzw. Cx angehört. 
Durch Differentiation der abelschen Funktionalgleichungen erhält man im 
Intervall j die folgende Darstellung der Ableitungen der Zentraldispersionen: 
/ / , «'(0 //x ß'Q) 
Чt\ x'{t) ' m ß'(t) 
Ям(0 = в>г., /#м ' ^ O = ' 
(25) 
0'[fc.(O] ' " ' «'K(')] 
(v = 0, ± 1 , ± 2 , ...; fi=±l,±2,...). 
9. Struktur der abelschen Funktion algleielmngen. Jede abelsche Funktional­
gleichung für die Zentraldispersionen hat offenbar die Form 
y(X) -=y( t ) ; (26) 
jedes der beiden Symbole y, y stellt eine erste oder zweite Phase der (beliebig 
gewählten) Basis (u, v) der Differentialgleichung (q) und X eine Zentraldispersion 
dar. 
Wählt man umgekehrt eine erste oder zweite Phase y der Basis (u, v) und läßt y 
alle Phasen des ersten oder zweiten Phasensystems der Basis (u, v) durchlaufen, 
so durchläuft die Funktion 
X(t) = y--[y(t)] (27) 
genau die Zentraldispersionen einer bestimmten Art H (= 1, 2, 3, 4): Ist y eine 
erste (zweite) Phase und durchläuft y das erste bzw. zweite Phasensystem, so 
durchläuft X genau die Zentraldispersionen 1. bzw. 4. (3. bzw. 2.) Art. 
10. Darstellung der Zentraldispersionen durch normierte Polarfunktionen. Wir 
werden uns der Einfachheit halber auf die Darstellung der Fundamentaldisper-
sionen, die wir hier wieder mit (p, ip, %, co bezeichnen wollen, beschränken. Die 
Erweiterung der folgenden Betrachtungen auf Zentraldispersionen mit beliebigen 
Indizes bietet keine Schwierigkeiten. 
1. Darstellung der Fundamentaldispersionen <p,oy durch 1-normierte Polarfunk-
Honen. Es sei h(oc) eine 1-normierte Polarfunktion der Differentialgleichung (q), 
und a(£), ß(t) seien die zugehörigen Phasen. Wir haben also ß = a + h(oc) an 
jeder Stelle 16 j . Wegen des oszillatorischen Charakters der Differentialgleichung 
(q) fällt das Definitionsintervall von h mit dem Intervall ( —<x>, co) zusammen, 
und wir haben in diesem Intervall nach § 6, (30): 
l.hGC^ 
2. nn < h < (n -f- 1) TI (n ganz); 
3. A\ > - 1 . 
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Wir wählen eine Zahl t0£ j und setzen a0 = oc(t0), oc'0 = oc
r(t0). 
Dann gilt (§ 6, (28)) an je zwei homologen Stellen oc(t) = oc und a_1(a) 
= t£j die Formel 
oc a 
t = t0 + — f (exp 2 f cot h(Q) dg) da. (28) 
a0 a0 
Wir bilden diese Formel an der Stelle <p(t) und wenden die abelsche Funktional-
gleichung cc\fp(t)1 = oc(t) + en (e = sgn od) an. Dann erhalten wir für je zwei 
homologe Zahlen t, oc 
oc + en a 
V(t) = t0 + —rf (exp 2 f coth(Q) dg) da. (29) 
oc0 OCQ 
Diese Formel läßt sich offenbar wie folgt schreiben: 
a+ en a 
(p(t) = t + — f (exp 2 f cot h(Q)dg) da. (30) 
oc aQ 
Daraus folgt durch Differentiation 
cc + en 
(p'(t) = exp 2 f cot h(e) dQ, (31) 
und f erner 
cp"(t) 
= 2ao[cot h(cc + en) — cot h(oc)] exp (— 2 f cot h(Q) dQ 
Ähnlich ergibt die Formel (28) für je zwei homologe Zahlen t, oc 
oc + h(oc) — nn - ^(1 - e)n a 
co(t) = t H T I (exp 2 / cot h(Q) dQ) da. 
(32) 
2. Darstellung der Fundamentaldispersionen ip, % durch 2-normierte Polar-
funktionen. Es sei nun ~-k(ß) eine 2-normierte Polarfunktion der Differential-
gleichung (q), und a(£), ß(t) seien die zugehörigen Phasen. Wir haben also 
oc = ß + k(ß) an jeder Stelle 16 /. Wegen des oszillatorischen Charakters der 
Differentialgleichung (q) fällt das Definitionsintervall von —k mit dem Intervall 
(—-oo, oo) zusammen, und wir haben in diesem Intervall nach § 6, (37): 
1. -fcGCx; 
2. nn < —k < (n + 1) JZ (n ganz); 
3. -fc\ < 1. 
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Wir wählen eine Zahl t0£ j und setzen ß0 = ß(t0), oc'0 = oc'(t0). 
Dann gilt (§ 6, (35)) an je zwei homologen Stellen ß(t) = ß und ß~x(ß) = t€j 
t = t, 
P a 
!„ + - ^ " / t - + *'(<*)] • exp ( - 2 j[l + fr(Q)] cot k(e) dg\ da . (34) 
Wir bilden diese Formel an der Stelle ip(t) und wenden die abelsche Funktional-
gleichung ß[ip(t)] = ß(t) + ejt (e = sgn <x! = sgnß') an. Dann erhalten wir für 
je zwei homologe Stellen t, ß 
fi+en * a 
V(«) = ío + -J- f i1 + *'(*)] e x P ( ~ 2 J t1 + *M(?)] cot fc(g) dg] da. (35) 
(36) 
Diese Formel läßt sich offenbar auch so schreiben: 
ß + en a 
ip(t) = t + — f [1 + fr(o)] exp ( - 2 f[l + fc\(e)] cot k(e) ig) do~. 
% ßo 
Daraus folgt durch Differentiation 
W'(t) = X t ^ ( f l ^ ^ (_2 f ^ + *N(e)1 ^ *(e) ̂  " ^̂  
Ähnlich ergibt die Formel (34) für je zwei homologe Zahlen t, ß 
ß + k(ß) + nn + $(l + e)n a 
x{t) = t + ~ f [l + k^(a)]exVl~2f[l + kHQ)]cotk(Q)dQ\da. (38) 
ß ßo 
11. Differentialgleichungen der Zentraldispersionen. Die Zentraldispersionen 
1. Art der Differentialgleichung (q) befriedigen eine nichtlineare Differential-
gleichung 3. Ordnung, und dasselbe gilt von den Zentraldispersionen aller höherer 
Arten, falls der Träger q der Klasse C2 angehört. Diese nichtlinearen Differential-
gleichungen 3. Ordnung sind, wie wir sehen werden, Spezialfälle der Kummer-
schen Differentialgleichung von § 11, (1), deren Bedeutung für die Transformations-
theorie grundlegend ist. Wir wollen hier die erwähnten Differentialgleichungen 
3. Ordnung aus den abelschen Funktionalgleichungen herleiten. 
Es sei X eine Zentraldispersion von der Art K (= 1, 2, 3, 4). 
Wir wählen eine beliebige Basis (u, v) der Differentialgleichung (q). Dann gilt, 
wie wir wissen (vgl. (26)) im Intervall j für geeignete erste oder zweite Pha-
sen y, y der Basis (u, v) die abelsche Funktionalgleichung 
y(X) = y(t). (39) 
Im Fall K = 1 bzw. K = 2 gilt diese Beziehung dann, wenn beide Phasen y, y 
erste bzw. zweite Phasen der Basis (u, v) sind; im Fall K = 3 bzw. K = 4 dann, 
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wenn y eine zweite und y eine erste Phase bzw. y eine erste und y eine zweite Phase 
der Basis (u, v) ist. 
Aus der Formel (39) folgt für alle t £ j , mit Ausnahme der singulären Stellen 
(in denen die Werte der Funktionen y(X), y(t) ungerade Vielfache von — sind) 
tan y(X) = tan y(t). (40) 
Ist die Zentraldispersion X von der Klasse O3, so kann diese Beziehung an 
jeder nichtsingulären Stelle t G j nach Schwarzscher Art differenziert werden. Man 
erhält im Hinblick auf § 1, (17) 
~{X, t} - {tan y, X} • Xr*(t) = --{tan y, t}. 
Nun ist aber nach § 5, (18), (24) 
—{tany, t} = q(t) oder — {tany, t} = qx(t), 
je nachdem, ob y eine erste oder zweite Phase der Basis (u, v) darstellt, und 
Analoges gilt von der rechten Seite der Beziehung (40). qx bedeutet natürlich den 
Träger der ersten begleitenden Differentialgleichung (q2) von (q): 
$i(o=j(o+yw\ (^7=y'- ( 4 1 > 
\VW)\J 
Somit kommen wir zu dem folgenden 
Satz. Alle Zentraldispersionen cp 1. Art, mit beliebigen Indizes, befriedigen im 
Intervall j die nichtlineare Differentialgleichung 3. Ordnung 
-{<p,t} + q(<p)'<p,2(t) = q(t); (qq> 
ferner, falls der Träger q der Klasse C2 angehört, befriedigen alle Zentraldisper-
sionen ip, %,u> 2., 3., 4t. Art, mit beliebigen Indizes, im Intervall j die nichtlinearen 
Differentialgleichungen 3. Ordnung 
- t y , 0 +9i(v>)-y>'*(t) = ? i ( 0 . (qiqa) 
-lX>*} +Vi(x)'Xf2(t) =q(t), (QM) 
-{co, t} + q(co) • cof*(t) = qt(t). (qq-J 
Dies sind die sogenannten nichtlinearen Differentialgleichungen 3. Ordnung der 
Zentraldispersionen, genauer: der Zentraldispersionen 1., 2., 3., 4. Art. 
12. Lösungen der abelsehen Funktionalgleichungen mit unbekannten Phasen-
funktionen a, ß. Die Frage nach der Bestimmung der Diffeientialgleichungen (q) 
durch die Angabe einer ihrer Zentraldispersionen führt auf die Betrachtung der 
abelschen Funktionalgleichungen für die Zentraldispersionen mit unbekannten 
Phasenfunktionen a, ß. 
Es sei <pv, ipv eine Zentraldispersion 1. bzw. 2. Art einer Differentialgleichung (q). 
Eine Phasenfunktion oc, ß (§ 5, Nr. 7) von der Klasse (73 bzw. Cl9 die im Intervall j 
die abelsche Funktionalgleichung (21) befriedigt, stellt eine erste bzw. zweite 
Phase einer Differentialgleichung (q) dar, deren v-te Zentraldispersion 1. bzw. 
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2. Art mit der Funktion <pv bzw. ipv übereinstimmt. Der Träger q ist im Sinne der 
Formel § 5, (16) bzw. durch eine Lösung einer nichtlinearen Differentialgleichung 
2. Ordnung (§ 5, Nr. 12) bestimmt. 
Es sei nun ^ , o)ß eine Zentraldispersion 3. bzw. 4. Art einer Differentialgleichung 
(q). Zwei Phasenfunktionen a, ß von der Klasse C3 bzw. Cx, die im Intervall j mit-
einander durch eine Beziehung wie § 5. (34) zusammenhängen und die abelschen 
Funktionalgleichungen, etwa (22), befriedigen, stellen eine erste und zweite Phase 
derselben Basis einer Differentialgleichung (q) dar, deren pt-te Zentraldispersion 
3. bzw. 4. Art mit der Funktion %ß bzw. coß übereinstimmt. Der Träger q ist z. B. 
vermöge der Phase oc im Sinne der Formel § 5, (16) eindeutig bestimmt. 
Wir werden uns hier eingehender nur mit der Lösung der abelschen Funktional-
gleichung durch Phasenfunktionen von der Klasse C3 bei gegebenen Fundamental-
dispersionen 1. Art beschränken. 
Zunächst bemerken wir: 
Nach § 12, (1) und § 13, Nr. 1, 3, 4, hat die Fundamentaldispersion 1. Art <p 
jeder Differentialgleichung (q) im Intervall ?(-= (a, b)) folgende Eigenschaften: 
1. <p(t) > t, 




lim <p(t) = Ъ, 
t->ъ- (42) 
Nun gilt der f olgende 
Satz (von E. BARVINEK [2]). Zu jeder Funktion <p, die im Intervall j definiert 
ist und die Eigenschaften 1.-4. hat, gъbt es unendlich viele Lösungen der abelschen 
Funktionalgleichung 
oc(<p) = oc(t) -f 7t • sgn oć (43) 
durch Phasenfunktionen ocЄ Cг, und zwar Lösungen, die konstruktiv ermittélt 
werden können. 
Beweis. Es sei <p eine im Intervall j deflnierte Funktion mit den obigen Eigen-
schaften 1.—4. Wir wollen z. B. wachsende Lösungen ocЄ Cs von (43) konstruieren. 
Wir wählen eine Zahl t0Є j und setzen tv = <p
v(t0) für v = 0, ± 1 , ±2 , ... Dann 
тierfällt das Intervall j in die Teilintervalle jv = [tv, tv+г). 
Nun wählen wir im Intervall j0 eine beliebige Funktion / € O3 mit einer stets 
positiven Ableitung /', die sich in der linksseitigen Umgebung von tг folgender-
maßen verhält: 
lim f(t) = f(t0)+л, 
lim f(t) 
lim f"(t) 












( f ' + ) V 
\ p'(t) I 
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Dabei ist z. B. ff+(t0) die rechtsseitige Ableitung von / an der Stelle t0. 
Vermöge der Funktion / definieren wir nun im Intervall j die Funktion oc wie 
folgt: 
f(t) für tej0, 
a(t) = l (Afp-^t)] -f- 7t für t€jv, v > 0, 
oc[cp(t)] — n für t € j v , *> < 0. 
Die Funktion a ist offenbar eine wachsende Phasenfunktion von der Klasse O3 
und befriedigt die abelsche Funktionalgleichung (43). 
Damit ist der Beweis beendet. 
Wir wissen, daß vermöge einer ersten Phase oc einer Differentialgleichung (q) 
der Träger q im Sinne der Formel § 5, (16) eindeutig bestimmt ist. Dies und der 
obige Satz lassen vermuten, daß es zu jeder im Intervall j definierten Funktion <p 
mit den Eigenschaften (42) im allgemeinen unendlich viele oszillatorische Diffe-
rentialgleichungen (q) gibt, deren Fundamentaldispersion 1. Art mit <p überein-
stimmt. Später (§ 15, Nr. 10) werden wir zeigen, daß die Mächtigkeit der Menge 
aller Differentialgleichungen (q) im Intervall ( —oo, oo) mit derselben Fun-
damentaldispersion 1. Art <p von der Wahl dieser letzteren unabhängig und der 
Mächtigkeit N des Kontinuums gleich ist. 
Was die Lösung der abelschen Funktionalgleichungen durch Phasenfunktionen 
von der Klasse Gx bei gegebenen Fundamentaldispersionen 2., 3., 4. Art anbelangt, 
so erlauben wir uns, den Leser auf die diesbezüglichen Arbeiten von J. CHRASTINA 
([38]) und F. NEUMAN ([54]) zu verweisen. Im allgemeinen ist die Situation 
folgende: 
Es sei X(t) eine im Intervall j = (a, b) definierte Funktion mit den folgenden 
Eigenschaften: 
l.X(t) > t, 
2. lim X(t) = a, lim X(t) = b, 
t—>a+ l—>b-
3. яєo.., 
4. X'Џ) > 0. 
(44) 
a) Es gibt im Intervall j unendlich viele oszillatorische Differentialgleichungen 
(q) mit q < 0, deren Fundamentaldispersion 2. Art tp mit X übereinstimmt: 
ip(t) = X(t) für 16 j . 
b) Es sei £0€ j eine beliebige Zahl. Es gibt im Intervall [£0, b) unendlich viele 
rechtsseitig oszillatorische Differentialgleichungen (q) mit q < 0, deren Funda-
mentaldispersion 3. Art x m i t X übereinstimmt: %(t) = X(t) für t£[t0, b). 
c) Es sei t0 £ j eine beliebige Zahl. Es gibt im Intervall (a, t0] unendlich viele 
linksseitig oszillatorische Differentialgleichungen (q) mit q < 0, deren Funda-
mentaldispersion 4. Art co im Intervall (a,X~x(t0)] mit X übereinstimmt: 
a)(t) =X(t)fürte(a,X~1(t0)]. 
Es sei bemerkt, daß Probleme dieser Art Zusammenhänge mit Lösungen ge-
wisser nichtlinearer Differentialgleichungen 2. Ordnung mit nacheilendem Argu-
ment aufweisen ([54]). 
126 IL Dispersionstheorie 
13. Folgerungen aus den obigen Resultaten. Wir knüpfen an die obigen Betrach-
tungen an. 
1. Monotonie der Differenzen cpv(t) — t, ipv(t) — t, xv(t) — t, cov(t) — t. 
Wir betrachten im Intervall / die Differenzen 
<Pn(t) — t, ipn(t)—t, Xn(t) — t, COn(t) — t, (45) 
<P-n(t)-t, y>-n(t)-t, X-n(t)~t, CO_n(t) - t (46) 
( n = l , 2 , . . . ) . 
Aus den Formeln in Nr. 6 schließen wir: 
Wenn der Träger q im Intervall j eine nicht wachsende bzw. abnehmende Funk-
tion ist, so sind daselbst die Werte 
<Pn(t)-l> Vn(t)-1> X'n(t)-1, G>'n(t) - 1 
< 0 bzw. < 0, und die Werte 
<p'-n(t)-l> W-n(t)-l> X-n(t)-l> Co'^(t) - 1 
sind ^ 0 bzw. > 0. 
Wir sehen also: 
Wenn der Träger q im Intervall j eine nicht wachsende bzw. abnehmende Funktion 
ist, so gilt dasselbe von den Differenzen (45), während die Differenzen (46) nicht 
abnehmende bzw. wachsende Funktionen darstellen. 
Ähnlich erhalten wir: 
Wenn der Träger q im Intervall j eine nicht abnehmende bzw. wachsende Funktion 
ist, so gilt dasselbe von den Differenzen (45), während die Differenzen (46) nicht 
wachsende bzw. abnehme?ide Funktionen darstellen. 
Folgerung . Es sei 
••• < t_2 < t_x <t0<t1<t2< ••• 
die Nullstellenfolge irgendeines Integrals der Differentialgleichung (q) und 
••• < t_2m < t_m <t0< tm < t2m < ... (m ^ 1) (47) 
eine Teilfolge davon. 
Wenn der Träger q im Intervall j nicht wächst bzw. wenn er abnimmt, so 
stellt (47) eine konkave bzw. streng konkave Folge dar. Wenn der Träger q im 
Intervall j nicht abnimmt bzw. wenn er wächst, so stellt (47) eine konvexe bzw. 
streng konvexe Folge dar. 
Für m — 1 ergibt dies einen Satz von STTTRM-SZEGÖ. 
Ein analoges Resultat gilt für die Nullstellenfolge der Ableitung irgendeines 
Integrals der Differentialgleichung (q). 
2. Ableitungen zusammengesetzter Funktionen. Nach einem klassischen Satz er-
gibt die Zusammensetzung von zwei oder mehreren Funktionen einer Klasse Ck 
(k = 0, 1, ...) eine Funktion derselben Klasse. Bekanntlich kann es jedoch vor-
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kommen, daß die durch Zusammensetzung erzeugten Funktionen einer höheren 
Klasse als ihre erzeugenden Komponenten angehören. Unsere Resultate über Ab-
leitungen von Zentraldispersionen führen zu mehreren Situationen dieser Art. 
Wir wollen uns diesbezüglich mit einigen Bemerkungen begnügen, da eine Weiter-
führung der Untersuchungen in dieser Richtung den Rahmen unseres Themas 
übersteigen würde. 
Wir zeigen: 
Es sei q eine im Intervall j = (a, b) stets negative und stetige Funktion der-
art, daß die Differentialgleichung (q) oszillatorisch ist. Hier gibt es im Intervall j 
zwei den Ungleichungen t < X(t) < Y(t) genügende Funktionen X, Y derart, daß 
die Funktion q[X(t)]: q[Y(t)] der Klasse C2 angehört. Ist die Funktion q streng 
monoton, so gibt es sogar stetige Funktionen X, Y mit der erwähnten Eigenschaft. 
In der Tat erhält man Funktionen X, Y der beschriebenen Art, wenn man 
ihre Werte X(t), Y(t) an jeder Stelle t£j gemäß dem Satz aus Nr. 6 wählt: 
X(t) = tl9 Y(t) = t3;t<t1<t3. Die Funktion q[X(t)]: q[Y(t)] (= <p'(t)) besitzt 
an der Stelle t eine stetige Ableitung 2. Ordnung, wie uns aus Nr. 4 bekannt ist. 
Ist die Funktion q streng monoton, so folgt aus dem Satz in Nr. 6 und der Be-
ziehung Q)% = <p 
X(t) = q~l[q\x(t)] • %'(«)]; 7{t) = q-l[q[X(t)]: ca'[X(t)]], 
wobei natürlich q~x die zu q inverse Funktion bedeutet. Aus diesen Formeln folgt, 
daß die Funktionen X, Y im Intervall j stetig sind. 
B. SPEZIELLE PROBLEME ÜBER ZENTRALDISPERSIONEN 
Dieses Kapitel ist Untersuchungen über spezielle Probleme aus der Theorie 
linearer Oszillatorischer Differentialgleichungen 2. Ordnung gewidmet. Es handelt 
sich um Probleme, die mit dem Begriff der Zentraldispersionen zusammenhängen 
und unter Anwendung der in dem vorherigen Kapitel 1 entwickelten Theorie 
gelöst werden können. 
§ 14. Verlängerung von Lösungen einer Differentialgleichung (q) 
und ihrer Ableitungen 
In diesem Paragraphen behalten wir die bisherigen Voraussetzungen: (q) 
oszillatorisch, j = (a, b), q < 0 für alle t£j bei. Diese letzte Voraussetzung wird 
jedoch in Nr. 1 (über Verlängerung von Lösungen) nicht benötigt, sondern erst 
in Nr. 2 (über Verlängerung der Ableitungen von Lösungen). 
1. Verlängerung von Lösungen der Differentialgleichung (q). Die elementare 
Theorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung lehrt, daß für jedes 
Integral v von (q) die in einer Umgebung einer von jeder Nullstelle des Integrals v 
